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0. INTRODUZIONE 

Scopo di questo seminario è una introduzione ai metodi di a- 

nalisi microlocale nello studio delle singolarità (c°) per soluzioni di 

problemi al contorno relativi ad ampie classi di equazioni e sistemi non 

ellittici. 

Preliminarmente occorre chiarire che tipo di "singolarità" si 

vogliono esaminare. La prima parte dall'esposizione è quindi dedicata al 

l'esame di una nozione di "fronte d'onda" per distribuzioni su una va- 

rietà con bordo. Nella seconda parte tratteremo alcuni problemi al contor 

no non ellittici. 

1. VARIE NOZIONI DI FRONTE D'ONDA 

Ricordiamo la nota definizione di WF(u) ("fronte d'onda" di 

u) per una distribuzione ue D'(U), U aperto di R". 

Detto T*#U (=Ux R") il fibrato cotangente su U, si dirà 

che un punto. (2, to) ET "Ino (i.e. 70) non sta in WF (u) se esisto- 

no d € C (U), d(2)70, ed un intorno conico T di to? rc Ro, tali che 

per ogni k 2 0 si abbia: 

(1,1) sup (1417) F]<u, lic 
Ger 

d(z)>|K4o 

E' facile vedere che: 

i) WF(u) C T*UNO è un chiuso conico (conico significa che (z,t) e WF(u) 

=> (z,Az) e WF(u), vA > 0). 

ii) Sem: TU —-+ U è la proiezione conica, 7 (WF(u)) = sing supp (u). 
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Un fatto importante è il seguente: 

Sia f:V_-—> U è un diffeomorfismo C° tra aperti di R‘. 

Restano definite: 

a) FA: TEU T*V, f* ((F(y), n)) = (4, Faf(y)n); 
b) f, : D'(U) — D'(V),<f,(u), d(y)> = 

ca, 91 (2))]I 2-12), de 0° M. 
Ebbene non è difficile provare che si ha: 

(12) WF (f.(u)) = f*(WF(u)), vueD'(U). 

La (1.2) autorizza a definire il fronte d'onda di una distri 

buzione u su una varietà (c°) senza bordo X nel modo seguente. Sia T*X 

il fibrato cotangente su X; diremo che un punto (20° to) E T*XN0 (i.e. 70) 

non sta in WF(u) se presa una parametrizzazione locale h : V—U c X 

(con V aperto di pi, N = dim X), detto h,(u) e D'(V) il pull-back di u 

e detta ì : Uh X e T*V la mappa indotta, si ha MOR to) é WF (h.(u)). 

Utilizzando (1.2) si riconosce che la definizione data è ben 

posta e che WF(u) Cc T*Xx0 ha ancora le proprietà i) ed ii). 

Veniamo ora al caso di una varietà fc) con bordo M, n+1-di- 

mensionale, che supporemo senz'altro sottovarietà di una varietà chiusa 

X, n+1-dimensionale con 9X = 9. 

11 modello locale (cui localmente ci si può ridurre) e, natu 

ralmente, X = RI x R sM= Ret. {(x,y) € X|x 2 0}; è però opportuno non 

limitarsi sin dall'inizio al solo modello locale. Innanzi tutto cosa dob- 

biamo intendere per distribuzione su M? 

Se prendiamo come spazio di funzioni test lo spazio co) 

delle funzioni C su M ed a supporto compatto, possiamo considerare lo 

spazio D'(M) duale (forte o debole poco importa) di co) E' facile ve 

dere che D'(M) è canonicamente identificabile con Dy K) = {ve D'(X)] 

|supp(v) c M}. Infatti per un teorema di R. Seeley si può costruire una 
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mappa continua e: (0)! > cx) tale che; , 

1) e(f)ly = f 1; 2) se supp(f) Cc Mx3M = M, allora e(f) e cm). 

Basterà allora definire j : DK) —— D'(M) ponendo <j(v),f> = 

(M) c DI (M), = <v, e(f)> e verificare che j è un isomorfismo. Si noti che C° 
(0) 

associando ad f € C(0) 0) la distribuzione: 

(1.3) Cu, = , f è du (du è una densità C° e>0 fissata) 

Occorre però fare attenzione al fatto che se v è un campo vet- 

toriale (C°) su M non si ha în generale v(Up) = U (£) (a causa della pre- 

senza di 9M nell'integrazione per parti!). 

Essendo, per abuso, D'(M) = DI (X) è chiaro che per ogni 

u e D'(M) resta definito WF(u) c TONO C T*MNO0. Tuttavia questa nozio- 

ne è largamente insoddisfacente. Ecco il motivo. 

Prima una nozione. Sia i: am — M l'inclusione; allora è de- 

finita i*:: Tm M— T*M (i* è suriettiva); per definizione Gi)" (0) — 

= N*9M è detto il fibrato conormale a 9M. Per chi non ama l'astratto, se 

ts Bo e M = {(x,y)]x 2 0}, N*9M = {x,y;E,n) e T*M|x=0, n=0}. 

mt 

L0,y) (E, 0) 



V- 5. 

Ora se f € cl è immediato vedere che in generale sarà 

WF(uL) n N*9M # 9, e quindi MF(u,)# 9, mentre "ragionevolmente" us non 

ha singolarità in M! 

(0) 
fatto dalle f che sono piatte su 9M (i.e. sono nulle su aM con ogni loro 

derivata). Il duale (forte o debole) D'(M) di cm è detto lo spazio del 

(M) E' allora opportuno considerare il sottospazio co (M) di C 

le distribuzioni prolungabili. E' infatti chiaro che CM) è la chiusura 

in Cc) di CM) e dunque per ogni UE D'(M) esiste v € D'(X) per cui 

<v, d> = <U, @> quale che sia è € CM. Utilizzando Hahn-Banach è imme- 

diato riconoscere che esiste una mappa D'(M) —— UMeSE ul det 

ta il prolungamento con lo zero (questo perché se f € Cros» t=fin 

Mef=0inX\M). 

Se ueD'(M) definiremo: 

(1.4) WF(u) = N WF(v) 

veD'(X) 

v prolunga u 

E' chiaro che WF(u) è allora un chiuso conico di T*MNO (tra 

le v che prolungano u c'è anche ù Da 

Che differenza c'è tra D'(M) e D'(M)? E' chiaro che per re- 

strizione avremo una suriezione: 

(1.5) D' (MM — D'M — 0 

Ma (1.5) non è iniettiva. Anzi il nucleo è d; (M) = {ueD' (M)| 

supp(u)c aM},i.e., c'è la sequenza esatta: 

> D'IM— D'(MM — o D' 
o Cgil 
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_N.B. Nel caso locale: se f(x,y)=1, si ha uf = Tai, e quin 

di WF(u,) = N*9MN0, mentre WF(f) = g, perchè tra i prolungamenti di f 

c'è la funzione identicamente 1. 

Facciamo ora ‘un'osservazione a proposito di (1.4). Sia ueD(M) 

e supponiamo che u s-ia C° al bordo. Questo vuol dire che c'è un intorno 

aperto 9 di 2M in M ed una feC (9) per cui <u, db = fe Vò € C (M), 

supp(ò) co.E' allora chiaro che WF(u)NT*.M = g e quindi che WF(u)=WF (u]y ). 
oM 

Questa osservazione (e altre!) hanno condotto Melrose e 

SjOstrand (attorno al 1978 » ) a domandarsi se non fosse possibile carat 

terizzare il fatto che una ueD'(M) è C° al bordo aM in termini microloca 

li. Ebbene una tale caratterizzazione esiste, almeno per un certo sotto- 

spazio non banale di D'(M). 

Per definire precisamente le cose, cominciamo col metterci 

nel caso locale M = {(x,y) er! x Ry|x30}. Sia ueD'(M); diremo che u ha 
traccia in un punto Za € 9M se esistono o € UC9M, U aperto, T > 0 ed 

f ec [o, TL; D'(U)) tali che: 

\vo eco (Co, Tx U): 
7 

| <U ,9> = / <f(x), d(x,y)> D',D dx 

(o) Vv 

Un insieme [o,T[x U, U 3 Yo? lo diremo una scatola attorno a (0,y,)- 

E' chiaro che.f è univocamente determinata. Di più, per ogni 

j=0,1,..., a To è ben definita come distribuzione in U, e si di- x 

rà la j-ma traccia di u. 

Passando al caso globale daremo la definizione seguente. 

Si dirà che u € D'(M) è normalmente regolare in z e 9M se " —___k Yi‘ 
per ogni parametrizzazione h : i Y cCM,Vce per, Ue V aperti, 

Zo Li 
il pull-back h,(u) ha traccia în h'(2) € IV. 

Indicheremo con D. (M) c D'(M) il sottospazio delle distri- 
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buzioni (prolungabili) normalmente regolari in ogni punto di 93M. 

E' chiaro che se u e D'(M) è C° al bordo allora u e LA (M), 

ma non è affatto ovvio (neppure nel caso M = pi !) che DI (M) possa con 

tenere distribuzioni che non sono C° al bordo. 

Uno dei motivi, di interesse per D, (M) sta nel seguente ri- 

sultato: 

Teorema 1.1. (Hormander [3]). Sia P un operatore differenzia 

le (lineare e d'ordine finito) a coefficienti C° su M. Siano u, f e D'(M) 

con Pu= f inM, e sia zo € IM. 

Se: 

i) P è non caratteristico in Z5 (i.e., detto p(z, tc) il simbolo princi- 

pale di P, Pla"! ((2 sd 

ii) f è normalmente regolare in 20? 

allora u è normalmente regolare in 20° 

Per la dimostrazione rimandiamo a L. Hòrmander ( [3]. Teore- 

ma 4.3.1.). Segue, in particolare, dal T. 1.1 che se P è non caratteri- 

stico su 2M (i.e. p| ) ed f € C(M) allora ue Di (M) (è ovvio neamno”0* © 
che, in generale, u non sarà C al bordo!). 

Vediamo ora come si microlocalizza la nozione di nc° al bor- 

do" per elementi di D/(M). 
d 

Ancora una volta consideriamo il caso locale M 

= {(x,y) e R È |x 2 0}. Sia Wo no) € T*9MS0 e sia [O,T[ x U una sca- 

tola attorno (0Y,) su cui, ue Cc ( [os TL D(U)). Diremo che u è C° in 

Yo? n) se esistono una scatola più piccola [o, e[ x V (sempre attorno 

a (0, Yo)» un intorno conico T di n in R°\0, ed una d € cm, d(y 70: 

tali che per ogni j, N = 0,1,... si abbia: 

j 
(1.7) sup (1+n)" | a < u(x,y), d(y) e Mb |< 

Osx<e 

ner 
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Per una u €D(M) deffiniremo poi: 

(1.8) WF, (u) = WFCulg )u {(y,n) e T*aMN O]u non è C° in (y, n)} 

Sicché MF, Cu) CT*M\0 U T*9M\0. 

Vediamo un po' di analizzare la definizione (1.7) ora intro- 

dotta. 

Teorema 1.2. Si hanno le proprietà (siamo sempre nel caso lo 

cale!): 

i) MF, CU) Tom =9 & uè C al bordo. 

ii) (Yo? ue, € (T*9M \ 0) \ MF, (u) > che esiste una scatola [o,T[ x U at 

torno a (0,y_) ed un intorno conico T di No in R"\ 0 per cui 

MF(U) n {(x,y,E,n)](x,y) €U, n er, E € R} = 9. 
eee ; j >i TIT) (yomo) È MEL (U) > VI20, (y:Y) È WF(A) Ul -0)* 
iv) NATO, CA HF, (u) & esiste un operatore pseudo-differenziale (clas- 

sico e proprio) A(y, D,) € OPS° (R°), ellittico în Yo ue, tale che 

Au è C° al bordo vicino ad LAO 

Prova. La iii) è ovvia.Proviamo i). Sia u e C°( [o,T]x U) 

per una scatola [o,T]x U 3 (0y) Allora; 

3) <u(x,y), 6(y) e” - falutx,y) è (y) e * Pay 

e quindi 

ER 

sup (14m) | fa) utey)oty) e May | 
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Viceversa, supponiamo che (y:9) € WF(u) quale che sia 

n er, n 0. E' facile vedere che esiste una scatola [0, e[xV at- 

torno a (0, Yo) per cui, per ogni $ € cv) e per ogni j, N = 0,1,..., 

si ha: 

sup (14m) Ma <u(x,y), o(y)e 1" |<do 
Osx<e 

ner 

Di qui segue che 9 ul 0 € C(V), j = 0,1,... . Usando il 
; 4 CO j i ; 

lemma di Borel costruiamo fC (R, x V) con 3, flo i * ul -0° Vi 

Definiamo poi v(x,y) € D' (]-e,e[xV) ponendo v = u perx20ev= f 

per x < 0. Ne segue che <v(x,y), d(y) > € c° ]-©,e[ ) per ogni $ € co). 

Inoltre, ragionando come nella prima parte, 

Sup CESTIDMEN <v (x,y), 0(y)e! i 
|x|<e 
ne R 

Presa y € C (Jese[ XV), w(x,y) = a(x)o(y), si ha: 

cele lnt8)" |< voyì, e EM bd) > 1 = 

E 

cela ini)" | f < voy), e "ey > e 
E 

RR, f -iy.n a 
ct In* SO < v049), ey) > (1-99) le IA 

iy.n 
[a(x) < v(x,y), e d(y) ste! " _- sa FA 3 

mM 
—_ 
= 

az 
_ —_ C°) 

2,N j -iy. 
(1+|]n|) | 3 < v(x,y), e 19" UAN (se) (72) [= n°) d(y) ><. 
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Dunque v € ci J-e,€[ x V), sicché u € C°( [0,€[ xV) e quin- 
di la tesi. La i) è dimostrata. 

Veniamo a ii). Supponiamo che in una scatola [0, Tx V, at- 
torno a (0,y.) si abbia, per è € co) sup (1+|n|) Va <u(xy) s$(y)e 

Osx<T 
per 

<+00 vali che siano N e j 2 0, con Tr intorno canonico di Do Il prolunga 

-iy. 

mento Ù di u dà sulle funzioni test y(x,y) e C° Là -T, T[ xs) del tipo 

v(x,y) = a(x)o(y): 

Ci , PIATT E 

T n » 
= J < u(x,y), e Y-76(y) > a(x)e Via a 

0 

Preso n € T e & ER, integrando per parti è facile vedere che (tele n13)N <U, ei (XE4Y.n) 

ta di termini del tipo: 

a(x)d(y) > è una combinazione lineare fini 

ze h_K -iy.n (1+|n|") & o, <ulx,y), e 920 

ii j ® 

(1+|n|5)S J x(x) 3 <u(x,y), e 9 (y)> ear, 

(0) 

dove r, s < N, h, K, 1 IA 2N e le y sono opportune funzioni in C° 61 A 
Per ogni c > 0 si ponga A = {(Ean)n er, |e]sc|n]}. Allora, datl* ipo- 
tesi si ha: 

SUp treat e! (*E4y.n) 
o(x)d(y)>|<4o 

(E,n) EA, | 

e quindi, per l'arbitrarietà di Cc, WF(U) NT{(x.y;E,n)](x,y) €]-T,T[xV, 

E SR, per} =“. 



Dalla (1.4) segue allora la tesi. 

N.B. i) non segue banalmente da ii) perché se anche possia- 

mo prendere T = RAO si avrà.sempre, in generale N*9M\ 0 C UF(U). Ve- 

Ù pl)» 

)u è C fino al bordo in Yo Pe” operatori A(y, D,) s 

niamo infine a iv). Non è difficile vedere che se Yo ue, € WF 

allora A(y, Dy 

= d(y)x(Dy) con dè € C, in un intorno opportuno di Te xe SR). con 

supporto conico in un intorno conico opportuno di n, € che, viceversa 

se d(y)x(D )u è C fino al bordo in È, allora Wo US, é WF CU). D'altra 
y 

parte cani A(y, D,) si può scrivere nella forma A = B d(y)x(D,) + R con 

B € 0PS°(R") ed R € OPS (R") e di qui la tesi. 

Attenzione. Dalla definizione di MF, segue che per u € D (M) 

(ce) 

°) uu U WF(GIu],_) CHE (0). (1.9) WF(u]; 
j=0 

Occorre guardarsi dalcredere che (1.9) sia un'uguaglianza. A tale propo 

sito è illuminante il controesempio seguente. 

Si prenda in rg gl F(x,y) = exp #(y- L e, se M = 

= {(x,y)|x20}, si ponga - 

+0 +0 

(1.10) <u >= f f 
(o) =%0 

. 2 

el 91/4) x,yday dx. 

E' chiaro che u e D'(M). Anzi u € pd” ([ 0,40 [; D'(R)); infatti se 

y(y) € C7(R): 
i 

40 )? 2 40 2i Y 2 
o(y)dy = e | e * e) g(y)dy = 

2 sa É 
hi > 2/x re” d(y)] e C'( [0, +©[ ) 
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ed ha traccia nulla per x = 0. Analogo ragionamento si fa per le deriva 
i i —=f 2 ° = & d = te (si noti che a F=1/x 9,F). Dunque WF (Ul) = 9, Fa, ul io) = 9» 

ma è chiaro che WF, (u) # ) perché u non è C_ fino al bordo. 

Notiamo poi che WF, (u) è un chiuso conico di T*9M\0 U T*M\0 

quando quest'ultimo insieme ha la topologia naturale. In effetti se 
. * = + (x Yi Eye N) € HE (U) N TEM\O, v = 1,2..., e se x> 0 voto 

É o Ta È 0, + n° 0 e se fosse Yo n) MF, Cu) allora dal T. 1.2. ii) 

avremmo una contraddizione. 

Veniamo ora alla definizione di WF, (U) con u e D;(M) ed M 

qualunque. 

Naturalmente l'idea è di definirlo mediante carte locali, 

cioè dire che (25° co) € T*9M\0 non sta in MF, (u) se presa una parame- 
* è i . ic P & trizzazione h :[o, T[xV as i M si ha h, ((z,° (90) ME(h, (u)) 

Z 
: (o) (per ipotesi uè normalmente regolare e h a(Lo,TLx Vv) =? o" "rory > 

—* U Nam), 

Non è a priori ovvio che la definizione ora data non dipende 

da h. In almeno un caso (interessante!) è vero come conseguenza del se- 

guente 

Teorema 1.3. (Melrose-Sjòstrand [7])} Sia P un operatore dif- 
ferenziale (d'ordine finito, a coefficienti c°) su M tale che 9M non sia 

caratteristica per P. Sia u EDI(M), Pu=f ECM) esi supponga che 
un punto (25° co) € T*9M\ 0 non stia in WF, (h, (u)) per una qualche pa- 
rametrizzazione h di M vicino a z; Allora (25° t,) (0 meglio, la sua im 
magine) non sta in MF, (kz(u)) per ogni altra parametrizzazione k di M vi 
cino a z_. 

lo 

Prova. Supponiamo di guardare tutto in una certa parametriz- 
® . . 

% - . o zazione e scriviamo u nel nuovo sistema di coordinate, u € C ( [o,TI ;D'(V)) 
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con Pu= f € Ci [o,T[x V) (si può supporre, senza minore generalità, 

Pz toa Nb olo con a . € C(]-T, T[xV) e a_ #0 su ]-T,T[ xv). 
l'a]+j m ‘o ca N 

Detto Y il prolungamento di « con lo zero, per la formula di Green si 

ha (in]-T,T[xV): 

(1.11) Pu =} + pi U; es!!! 

dove hi è il prolungamento di f con lo zerò e le i, € D'(V) sono combina 

zioni lineari a coefficienti C°(V) di derivate rispetto a y delle tracce 

CA ‘ i GL pd ul 20 »j=0,..., m-1 (e 8, = DI 8) 

ala x Po è non caratteristica per P, data la serie for- 

male y - atr(0, xx possiamo trovare w € C° ( [O,TI xV) tale che la 

serie 67° Taylor in x di Pw sia = - 2. n dk Suna ji sicché P (u + w) 

el ([o,T[ x V) ed è piatta su x - Dunque, a puta di aggiungere a u 

una funzione c° (0, T{xY) (che non altererà MF CU), nè (3) é ul,=g) > VI!)» 

possiamo supporre hi ec ]-T,T [xV). Dall'ipotesi e dall'invarianza di 

WF(-) per campi di coordinate, seguirà che,per un certo intorno conico 

A di (Yo? n) in T*9([o,T[ xV)\0, avremo ANWF(u,) = 9] = 0.1,.-. ml 

Poiché P è non caratteristico per x = 0, segue dalla teoria 

degli O.P.D. che esiste un Q e ops" (]-T,T[XxV), classico e proprio, 

tale che QP = I-R con R €0PS° (]-T,T[xV) e con simbolo in sr) per 

un intorno conico T di N*9([o,T[ xv)\0. 

Dunque, applicando Q in (1.10) si ha: 

- RU+ Qt + Va Qu NOLI 
j=0 

e (1.12) ) 

Ora of € c°( ]-T.T[ xV). D'altra parte, per il Teorema 1.2, ii), possia- 

mo supporre che {,y; E,n)[(y.,n) E A', EER, 0sx<T'} A WF(RUI, 0) = Y, 

per un intorno conico A' di Yo URE A'CAe per un T'{ T conveniente. 

Poiché WF(RÙ) NN*3( [o,T{ xV) = 9, ne consegue che per qualche A(y;D,) 
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E0PS°(V) con WF(A) CA', possiamo dire che A(RU] _0)È C° fino al bordo 

to Vo m-f 
Quanto al termine Q( L U; mes), segue da un i Feorema di 

Hormander [4, Lemma 8.33] che se A oj è come prima allora AQ (}_u.( mast ), 

è C° fino al bordo in Ti; Il Teorema è così dimostrato. J= D* 

In conclusione, poiché WF(u],) è ovviamente invariante, ne se 

gue che per u € de (M) con Pu € C°(M), P non caratteristico su 9M, si ha 

una nozione sa di MF, (u) C T*M\O U T*9M\0. Nel seguito tratteremo 

frequentemente di sistemi, hi U = (CPPEETE uy) è un vettore distribuzio- 
; a N ; ne con WF(u) (0 WF, (u)) si deve intendere UHF(u,) (risp. Rie )) 

2. PROPAGAZIONE E RIFLESSIONE DELLE SINGOLARITA' tane TUNE E RIFLE SSIUNE DELLE SINGOLARITA* 

usi 7 + n . , Cominciamo col considerare su M = R, x Ri un sistema del ti- 

po 

(2.1) Ps IP, - A(x,y, DI 

dove A è una matrice N x N di operatori pseudo-differenziali classici e 

propri del 1° ordine, dipendenti in modo C° dal parametro x = 0; scrive 
remo A(x) € ops! (M; NxN). Se u = (U, 3...Uy) (Si om", l'azione di P su 
u è ben definita e P u € Ds)". 

Si osservi che il caso in cui A è P.D. è effettivamente in- 
teressante. 

Esempio. Sia L = Do a (x,y)DÎ DI con a. E C° e a; nl »Y)#0. doi CA) la]+jsm 
Sia A e ops! R;) classico e proprio con simbolo principale |n| (ad es. 
=V1- 4,) . Se Pu = f, poniamo: 



= - ha 
u = A" ua i sE du 
1 2 m-i 5 

u_= gi u 
m x 

Allora: 

D,U, = A Un 

DU, = N U, 

Du = u 
x m-1 m 

agi 39) FRLLAS RA 

Du, = Du = e) iL E y i àom |a|+j<m ‘om Nt 4 

(2.2) j<m 
asl -m+j +1 Ep : aj! ul nti _ 

La. Im 9) Y j+l 
dom |a|+j<m “om 

j<m 

m-f 

= f + B. (x,y,D )u. 
/, i VjrA? 

om 

a .( -m+j+1 
ove8,=- ie) x e ops' mM). C] 

i |a|<m-j dom y 

Allora Pu = f equivale (almeno formalmente per il momento): 

0 Puo Uf . 

3 00 5 arl Ki 

(2.3) D, o rai air è |+[" 
i BB Bo - Ba 
u u 
m m x 

g 

con g = fl am 

Se ACxY3D,) € ops' (M; mxm) è la matrice a destra, si noti che 



(2.4) O (A)(x,ysN) =| Lei 
9] (8) (Yan) 9,(B)) (Yam)... 0, (Br) (Yo) 

E' facile riconoscere che le radici del polinomio caratteri 

stico 

(2.4)! det (AIy - 0,(A)(x,y,n)) =0 , A EC, n e RO, 

sono tutte e sole le radici del polinomio. 

a_.(x,y) ; 
(2.4)" Si EL dl Pain, 1a, sell 

|a|+j=m Aom(x,y) 
j<Km 

N.B. La riduzione dell'equazione Pu = f al sistema (IP, - Ax,y30,) U=g 

è notevolmente diversa da quella classica (cfr. Taylor [9]). 

Enunciamo ora un teorema importante la cui dimostrazione non 

può essere riportata qui: 

" 
Cn (= Teorema 2.1. Si consideri u cD; (M) "tie. u 

tale che Pu = Du - A(x,y;D )u= f inm=R'xR. 
x Y x y 

Sia (ye Mo) € TYOM\0. Allora: 

(Caso Iperbolico) 

a) Sia 0, (A) (x.y,n), x 2 0, n#0, reale e supponiamo che il polinomio 

CIA + det (I, - | (A) (0,y,3M0)) abbia N radici reali e distinte. 

Se: 

i) 0) € MEU] o) 
x=0 

ii) NARO, É HF, (f), 

allora (Yo) é WF, (U) . 



(Caso Ellittico) 

b) Se il polinomio C3\ + det (AI y29 (A) (0,y No)? ha N radici con 

ImA> Q0e se valgono i) ed ii) allora si ha la stessa conclusione 

(yo) € WF (U). 
Per una dimostrazione del T. 2.1. si veda ad esempio M. Tay 

lor [8, 9] 0 J. Chazarain [1] (e referenze indicate in questi lavori). 

Facciamo alcune osservazioni. Nel caso a) è subito visto che 

per (y,n), in un intorno conico T di (Yo?N0) eper x € [o,T[ , T > 0 con 

veniente, il polinomio A > det (Aly - o ,(A)(x,y,n)) ha esattamente m ra 

dici reali e distinte, A (xy). Chiameremo bicaratteri- 

stica associata a A; (xy), uscente da (Yo) e penetrante in M, 

la curva: 

A 
33 » 3 î 

[ 0,€) DS (s, y(s; Yo) > E(s3Y 0)» n(s3Y?"0)) 

tale che: 

d y(6) = -d2(6,Y(5), n(6)) + y(0) = Y, 

cai di n(8) = d;(6Y(), n(8)), nl0) = n, 

da E6) = BAI), nsD 500) = aj). 

si noti che © (£(s) - \,(5, y(5), n(s))) = 2,2 
- di, . h(s) = 0 sicché 

nIJI 

€(s) da L'ha, y(s), n(s) i E(0) tai X;(0,y(0)) = 0, Î64 

E(s) = A a y(s), n(s)),vs e[0,£). 
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x>o 

lesi 
(5,Y45;Yo/No ) 

La proiezione su M di Yporly;)si dirà la caratteristica (pe 

netrante in M, con punto iniziale VARLURDE Si noti che m(y;(5)) si 

— (Sy (5;y?" )) e quindi la curva s + r(y;(5)) interseca x 0 trasver 

salmente. Si noti che per i # j, vj e Yj sono distinte in T*M\0, ma che 

m(Y,) e m(Y;) possono anche coincidere. 
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Come conseguenza del Teorema 2.1 a) si ha quindi che LÉ 

nWF(uly )=59, Vi almeno per s piccolo, nell'ipotesi che (Yo?) 

é MF, Cu) U MF, Cf). 

I] caso b) nel T. 2.1. si riferisce ad una situazione in cui 

è ben posto (almeno microlocalmente) in M il problema di Dirichlet Pu=f, 

ul -0 = dato, perché tutte le radici del polinomio caratteristico sono a 

Im> 0 (NB. D, = 19). 
Veniamo ora al risultato principale di questo seminario. 

Supporremo assegnato il sistema 2.1. nell'ipotesi: 

H,) o;(A) (x.y,n) , n.7 0, è reale. 

Sia poi (Yo) € T*9M\0 ;supponiamo: 

Hp) il polinomio C3\ ——> det (AIy20 (AI(0,4,n)) ha k SN e solo k 

radici reali distinte Ly (Mo 3A 

Consideriamo il problema al contorno 

(2.6) } Pu = IP, - Axy, D, )u =f ; inM 

dove B € OPS°(9M; 1 x N) (4sisn). 

Per ipotesi c" = Le c' ec dove EL è il sottospazio gene- 

rato dagli autovettori corrispondenti agli autovalori VETEZETS di 

My - g (A) (0.y No) * Ovviamente dim Ex = k < N. Se k < N, il polinomio 

X+ det (XI, -0 (A) (03y_ 200)? ha v radici ImA>0 e v radici con Im X<0 e 

2v+k = Ne È Mia CV) è l'autospazio degli autovettori generalizzati 

corrispondenti. Non escludiamo a priori che possa essere k = 0 (e quindi 

N = 2v) o k=N (e quindi v=0). 

Sia d'C{1,2,...,K} e J" il complementare di d'. In corrispon 

denza avremo la decomposizione Ei = Ei ® Ego Indichiamo con n', t", 

T+, m- i proiettori di c" su Ego» Ego Gi, el rispettivamente. 

Possiamo enunciare il seguente: 
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è ; ; N Teorema 2.2. Valgono Hj)» Ho) e siano, in (2,6), u, f € D, (M) , 

ge D'(am)!. Supposto che: 

1°) Yo) € WF, (f) U WF(9g). 

2°) Vjel' WF(ul, )n Y; (Yo?) =“. 

3° l'applicazione lineare 

ì 
] ker t'@ ker m-:3z > 08) (ya) E c 

è iniettiva (si dice che B è perfettamente niflettente rispetto ai rag- 

gi Tp 

Allora AGLIO, É HF, (u) e, in particolare, HF(u]g) Nn Y; (W02M0)= l) 
perdi e lario 

Prova (abbozzata, per maggiori dettagli si veda Taylor [8]). 
Cominciamo coll'osservare che senza minore generalità si può 

supporre A(x,y, D, ) definito per x ER. Poiché 9, (A) (x,y,n) è reale e gli 
autovalori dy (Y ua Anto) sono i. esisterà un intorno co 
nico D di (Yo) in T*9MY0 ed un T>0 per cui, per (x,y,n) € ]-T,T[ wr il 
polinomio \ + det (AI y-9] (A) (x,y,n)) ha esattamente k radici RAFNGI rea- 
li A;(xy,n). E C(1-T,T0x r), i =1,...,kK, e (N-k)/2=v radici x 
Im A; *>0(e(N- k)/2= v radici \; con Im x; < 9). 

Senza minore aa sia 4” = {1, o ba d' a LA STR AI 
E' facile vedere che esiste una matrice complessa N x o U Lan a ter 
mini C° in (x X,Y,n) € ]-T,T[ x, omogenei di grado o in n, invertibile 
per cui: 



da 

n 

= d047,09, 

con E+,(risp.E+ ) matrice v x v (a termini ag omogenei di grado 1 in n) 

con autovalori \ con Im X > 0 (risp. Im X < 0). 

Prolunghiamo a su ]-T,T[ x T*9M\0 in modo da conservare la 

struttura (2.7) (con i A; distinti) e coincidente con (2.7) su ]}-T,T[xT", 

(Y 296) € T' CT. Sia 4 (y,n) € S° (T*aM\0) con supporto conico in l'' e 

_y n 1 su un intorno conico di Woo) * 

Poniamo v = Uxy3D)U(yD Allora: 

Dv = K(x,y,D,,)v + F 

(2.8) 

lu D )BU(0,y,0) vI._ = È v|,_2=6 Salry 3 03Y30, VI gd 7 Vigao 3 VA 

dove: 

K-vav' +0 v' , F=Uy f +[U,v] Au 
(2.9) 

6 = U(0)y g + U(0) [B, 4) ulo).. 

MU, | 0 

Si noti che oy(k)(x,y,n) = LE su ]-DT[x rl". 
0 + 
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Inoltre se (Y5?0) € WF(g) U WF, (F), ne segue che Yo) 

€ WF, (F)U WF(G) (come conseguenza del T. 1.2.). 

Notiamo subito qual'è la struttura dei proiettori m', t*, Ti, t 

Si ha: 

Voga)! = E +e + EL E 

' ' ' dove du #1 O o Ti ai a 
ir ! ” Ei 0: 

US Mie iI 0 a lla “ {0 È, E' = 1 ES a Ml. sù 

] I 
LI 

I O I LI (8) | O : (n) 

I De I 

E' immediato allora che: 

I 

Li La -i- -- 14 IL, [| 

ta u! ! U n°- U Hinisig= 8 v ) ù D 7, Ù) ; D o 
I ’ 

Ni \ 
' 

' 
U 

-1 DI ’ u* ID) Ù 
Ty = U nell. U 2 Le è ; UÙU I I y H Fa 

Lisi, ata 
U] 10 iL, 

mentre per il nuovo sistema (2.8) n = I, A n" = Ik a n, = I n= I, ; _ o. e o (8) = Vo_(B)U a sicché l'iniettività di 058 Y n) ristretta a 
ker t'@ ker t- è la stessa cosa dell'iniettività di 0) ristret 
ta ai vettori 7% ec! del tipo 
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(2.10) = Rel via; 

i.e. CRI CARLO, o (n +): cl. cl è iniettiva (N.B. ciò è possi 

bile solo se (k-k_) + v $ DI 

Il sistema (2.8) Dv -Xv=F, È Le = G è decomposto a 

livello del simbolo principale. Usiamo ora un metodo di Taylor [8] per 

disaccoppiare del tutto le equazioni. 

Precisamente è possibile trovare K(xyD,) € ops (]-T,71 x 

x 98M; NxN) (proprio) tale che, posto w = (I+K)v si ha: 

v 

(2.11) DM = K(x,y,D,)w + R(x,y,D,)w + È, 

con R(x,y,D,) = OPS °(]-T,T[x 93M; NxN) 

e 

£ o 

Vv ee 

(2.12) X= 9 
Ly 

o 5 

A, (XY) 
è (0) 

d' E ops. (1 -T,T[x 93M; kXKo) 0, (£')(x,y,m) = o TA pg (39M) ? 

au e 0PSÌ (1-T,T0M; (KICK), IU an) = 

URICRAO hi RE ops" (1 -T,T[x 34; v x v) 

0 I (xy) 

e U (Lt) (x,y ,n) A E, (x,y,n). 



D'altra parte, È e DCI o,TI x 3M)" con Yo) C- WF, (P). 
v 

n -1 È %v 
Inoltre B(I+K) wl.-0 - È wl,.-0 = È 5 (Yo o) CORR: 

v 
a Vv 

Si noti che il simbolo principale di È, o 84m) = 0,08) (Yan). 

Poiché w € C([o,TI ; D'(3M)) ne segue che R w è C° fino al bordo. Dunque, 
' 

posto w =| w" | avremo 
W+ 

w- 

Dn = L' WU + $' 1 (YoMo) È Me, (P'). 

: ; ‘1°) n À ATE 000: 5 Per ipotesi WF(w DM) Y5Wo-Mo) P per j= 1, k, e quin 

di, da risultati classici: (yo) $ WF (w ao) 

(yo) EMF). O) 
D'altra parte D, w- = dru+ de, (Yo) È HF, (9-). 

Poiché 0,(+-)(x,y,n) ha autovalori con Im < 0, sicché dal 

. Dunque per il T.2.1., 

T. 2.1., caso ellittico, ma applicato ad un semispazio x £ x Ta x? 

ne segue che (y0) f MF, (W= 1,0) 

Ora, per ipotesi 

d Li 
Ti } se a 8 000)0 |, i (= 40)0d 

EE 
MR ER DIE I 

ha simbolo principale iniettivo e quindi B o J è microipoellittico inly 9)» 

i.e. (YonNo) € WF (w"(0)) U WF(w+(0)) (giacché (y 370) É WF(È)). Da qui 

si trae che: 

Du" =d"'w" + d" 3 (VARIO) É MF, ( $") 

Yo) E WF(w"|.__) 
x=0 



DMI n d, Wi +9, è (Yo) É MF (9 +) 

é (Yo?No) MF(w+],-0) È 

Dunque, dal T. 2.1., si trae che Yo ue, & MF, (Wa) U MF, (w") 

e quindi, in conclusione (Yo o) CA MF (W); poiché w = (LE) Uy(y.D,)u, 

se ne trae, usando il T. 2.1., che (YoNo) & MF, (u). 

- 

Li (Yo 110) 
3 Ko19 

x>o 

Je condizioni 

al contorno y 

sono riflettenti ti 

Yo /Ne) WE (u)=2 9; Yo: ) 9 

ti =£,..., ko. 

Alcune osservazioni: 

1- Seek = 0 non c'è 2°) nell'ipotesi, ma c'è solo l'iniettività di 

9,68) (400) : ker m_ col —_— cl (vera se, ad es, B = id.) 

2 - Se KR allora c'è l'iniettività di 068) (Yao) su ker t'@ ker m_. 

Vediamo ora alcune conseguenze. 

. n sat 3 ; o 
Sia Z CR una varietà -n dimensionale C con bordo 97 # 2°e 

sul cilindro R. x Z si consideri l'operatore: 
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Pa VO alt) , a. ec’), m32. 
ak tz ak t 

|a] +ksSm 

Supponi amo: 

1° P strettamente iperbolico rispetto a t 

2° R, x OZ = 9(R, x Z) non è caratteristica per P. 

Indichiamo con £C {t,z;t,z) € T*(R, x Z)\o} la varietà ca- 

ratteristica di P e sia pET*(R, x 9Z) tale che Ci)" (5) NEconsiste e- 

sattamente di k punti distinti (1<k<m). Dette Y (0)... Yy(9) le bicarat 

teristiche associate,t non è costante su queste. Siano: 

Yy(6) 3... Yko 69) le bitaratteristiche "incoming" (i.e. t(s) decresce su 

Y;(9) al crescere di s), 

»I (0) RNA Y,(6) le bicaratteristiche "outgoing" (i.e. t(s) cresce 
ko + 1 

al crescere di s): 

Sia ue DI(R, x 7), PuE CR, x Z),u=0, t «0. Da noti 

risultati (cfr. Duistermiat-Hòrmander [2}))segue che MF(u)]L sp Y;(6) = 9, 
L 



j,= 132. cake Ci si domanda sotto quali condizioni avremo anche 

WF(u|. 3) n Y;(6) = 9 per i = kottaok 
R_XZ 

* Supponiamo che u soddisfi condizioni al contorno del tipo 

(2.13) B. u| = bi ak t2>t) DD: ul = g.,j=0,1,...m-4. 
Rp79Z lal+ksm-1 Rx9Z s 

(i coefficienti sono, naturalmente, Ch 

Per potere applicare il T. 2.2.,'sia $ = (t, 2, î, î) e T*(RxaZ)\0. 

Supponiamo che R x Z sia definita localmente, vicino a (t,2), da x 20 

in un sistema di coordinate (x,y = (VZEZZZI 0) f, nelle nuove coordinate 

sarà: è = (0,7, 0, fi) e, detto p(x,y,E,n) il simbolo principali di P nel 

le nuove coordinate, l'equazione 

C3E=>p(0, 7, E ù) = 0 

ha k radici reali distinte, sicché p(0, 7, & n) si fattorizza: 

k 

p(0,9,6 ) = [je-5p (E- E.) q (€) 
dr dk) 

con q (E, 7, fi) priva di zeri reali. 

Poniamo: 

_ k 

p(e5 9, = [] (E-8;(9, ) q (£59, n) 
Mii J j=k_+1 

o) 

e consideriamo l'operatore differenziale ordinario pd (D; 9, È). 
x 

Utilizzando le nuove coordinate, detto b, (x.y.&,n) j=0,1,...,m-1 il sim 

bolo principale di Bjs supponiamo che il sistema 



V- 28. 

LZ (©) , sup|o(x)|Kto0y jp (D,:9,Î) @ (x) = 0, x 
x20 

(2.14) 

\b.(0,9; D s©)d(x) =C. > j > 0,13 3 M-1 j x Da j i 
Ù m-1 

abbia solo la soluzione nulla. Allora se p € MF(9;), ne segue che 
j= 

loli:a MF, (u) e quindi che NF(U] )n Y;(0) = per j = SRAFZZEZE 
Rx 

Ragionando nelle coordinate x,n, riduciamo l'equazione Pu = 

ad un sistema m x m, Dv = Axy, )v + F, come all'inizio del $ 2. 

Se, nelle nuove coordinate: B; = È, x b. (x,y) p' DI 
0 jok 

j = 0,1,...,m-1, allora la]+ksm-1 

B_ = + by, tav? Nmtk+i DÈ pmk1 3 

SO fofekanga1 SE I Ù 

-m+k+1 
= bi, (x,y) DI AMT y = 

Ja]+ksm-1 39 y Rai 
m-f 

= | € ° di B;(X:Y3D,) kat > Bk OTIS 

Posto 

850600, ma na Bom-1693y3D ) 

8(yD,) EI TL EET A 

8m-1 o69»YD ) Am-1 m 100939, ) 

abbiamo dunque: 

IN (<>) (D_ - A(x,y,D ))v= F , X 
(2.15) % y 

f 
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Per ipotesi F è C° fino al bordo e (Yo uo, € WF(G). 

E' facile vedere che la condizione (2.14) equivale, in questo 

caso, a supporre che, con le not. del T. 2.2, VALI VAIO : Im T'"@ Im 

+ c" è iniettiva e quindi la tesi. 

1 
Ad esempio consideriamo in M = {(x,y) € pe* | x 0} il pro- 

blema (di derivata obliqua generalizzata per il D'Alambertiano): 

2 2 LINO 
= ) — E D!' 2 (D, + = bd u=0 su D(M) 

u = 0 (2.16) a 

mM 

(o D, + } 8. D, u+ yu) = gly) € D'(aM), g =Ù. 

j=2 
n 

Se là, > E il , abbiamo due radici reali e distinte: 

2, 
n no” 

x. (A) = |a - YO n= ly), al - LR = ul) 1; ce 
j=2 j=2 

e le due bicaratteristiche (entranti in M): 

Ya(s;9,î) = (S,9- (VW (K)s , plù), di) 
Ss > di is 

Yy(55Y;î) = (sS,7+ (7_1)(f)s, -u(f), fi) 

Poiché, nei 2 casi si ha, rispettivamente: 

It 
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(8) = girl e 9, -4, 
1 

Ya(S) = 9 + GL) A SI 
f 

abbiamo che n è incoming e Ya outgoing se î, 20 (se UnA si scambiano). 

Ora u è C° lungo n La condizione (2.14) diviene la seguente 

(D_+u(i ox) = 0, x > 0 

a(y) Dd + <B(9), î > 9 = 0, 

ha solo la soluzione nulla se  sup|o(x)]<4o. 

fr st z Ri -iu(Px Ora la soluzione di (D_ +1(9))9(x) = 0 è del tipo y(x) = Ce D È 

c € C _. Dunque deve essere c = 0, i.e. 

(2.17) -a(y)u(î) + <B(7), > #0 (caso fi, > 9). 

Nel caso Ò, < 0 la condizione diviene 

(2.17)! a($)u(î) + <B(9), > #0 (caso î, < 0). 

Se <B(9), î > -a(Y)u(î) # 0 avremo che Yr è disgiunta da WF(u). 

Sia 8,09) È, + Lawn, -a(g)u(A) # 0 e 
n 

-Ba (fi, + )_B:(MA. + al9u(A) = 0 
2 

allora 
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Dunque se Ve, Mi, # 0 e se vale (2.17) o (2.17)' ne segue che Ya N WF(u)=9 

quale che cin il segno di A, Se a(f) = 0 la condizione <B(7),î > # 0 

assicura che valr (2.17) (e (2.17)'). 

Su questo esempio vogliamo mettere in evidenza che, in gene- 

rale, la condizione 3°) del T. 2.2. esprime solo una condizione sufficien 

te per la riflessione. 

In effetti microlocalmente si ha 

(D, = u(D,)) (D +1 (D,))u =0 ,x20 

e quindi, posto u, = /u, Un = DU si ha: 

D z int _ 2 -1 
DU = AU DU, <Du:= Li Si bi A Us 

i.e, 

u, 0 AN u, 

LA = 

Un (pî - DÈ ) No U, 
4 ja % 

u, (0) È E be u, (0) 

B = ()_8;0)D,, A #(y) A s = 
1 J 

u, (0) u, (0) 

= gly) 

Si supponga pure di prendere (y, fi) con DI > as î > 0, sicché 

n è disgiunta da WF(u). Ù 



Sia 

1 

,D = d(y Pi 

D u( > 

e 

1 
-1 2 

,D = d(y v 

1 
2 

(i.e. d$o Pai v 1). 

Poni amo 

v=g lu 

Allora 

D,V = 

e 

Boves o(y) ). 

V-32. 
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SENTII MESTOIEZTO CHEE 

-1 -1 si 
Tesi. A +y(y) A - oly)u(D, A )v= 9g, 

ora ci basta sapere che l'operatore wdo: 

n 

- D) 4 " D (-a(y)u( >, (a 8,0) vi + y(y) 

1 

è microipoellittico in (Y,î). Ciò è senz'altro vero se -a(y)u(î) 

+ <B(9), fì > # 0, d'altra parte può essere anche se il simbolo principa 

le è = 0. 

Ad es. se e(y,n) = -a(y)u(n) + <B(y),n> è complessa e se 

rola 
90-96-90 -9296)>0in(g,î), (a, * , n) (7, î) 

allora l'operatore è microipoellittico. 

Vediamo un'ulteriore esempio: 

Si consideri in R, x Ry il problema di trasmissione: 

Fl A; 

n__» 
” “ acqua arià 

x<0 
x>o 
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2 PARE. n È i bust xd DU, (DI, (D+ " D,;) LP x 

2 08=(1, pè - 0 +) )u o ax KO, 0<c<1, 
| * ‘sj 7 i 

dp * td}, N°: = 

CM Bi © 9 

Posto U _ (x,y) = u_(-x,y) , x 20, 

ciò equivale a studiare 

{m] U+ 

6 u = 0 s%3 0, 
c U_ 

cilea "EI dl 

au = 
Agli + bd di. 

Dato (9, fi) € T*9M\o supponiamo che aî > > n oppure che 
j22 

Te e 2 È ; ROIEOrE =, > ©, + Allora, abbiamo due casi possibili: e Lorar iI) 
(i j=2 

xè 2 2 2 «1/2 a) Se fi, > îj » posto u(n) = (ny - Dn) dal 
j=2) je * 

2 2 & dae u_(n) = (nf - e° YO nf )I/?, 
2 * 

ci sono 4 bicaratteristiche entranti in M: 
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ci sono solo le 2 bic. corrisp. a ul) e ul) 

(fisicamente: se il raggio di incidenza è piccolo non c'è rifrazione, ma 

riflessione totale!). 

Con la consueta riduzione a sistema si ha, nel caso a): 

ro A 4 

u La u 
2 | 

È, dna ; 
o 2 Yao ja Vi 

D u = (e) AN u 
x 3 

Ea Ug 3 oî z D IR A u 

| ev ja Si 

(=> 
si 

(TR 

_ (©) ' —_ [—») Ra 
= 

_ 

> 
[el 

(©) 

p_W N 
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Posto 

1 1 

eg) = | ato o 
y y x 

i 1 

“i -1 

n (DA u00,) 

Il ; 
e v = ® u, si ha 

D u( yi 

Dv = -u(D,) Vv 

uo 00) 

L cu 00, 

e 

1 1 -1 -1 

B=Bov= v= 
A 

iu(D.)A “iu (0) iu_(0) A “ip _(D)K* u( e u( A iu | RA iu_| v 

ofta ker o (8) (9,0) ha dim. 2 e possiamo facilmente esaminare Ja riflessio 

ne. In particolare se u è regolare lungo i 2 raggi in 94 (ovvero 9-),oppure 

se u è regolare lungo 1uraggio in + e 1 raggio in Q- e se (9,0) MF(g)U 

i WF(g,), allora u è regolare lungo tutti i raggi. Nel caso b) si ha, posto 

om) = |; n2 - n. e 
322 3 j A i _ 

è(y,D.) = ie(p) 1° -ie(p) A. 
y y y 
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definendo ancora v = “o, avremo: 

i0(D ) 
| y 

Dv= -i0(D ) 
( y 

u_l0,) v 

00, 

1 1 -1 -1 ] 
% dv 

B= Bove V= 9; 

-1 -1,. -1 -1 
-0(D ) A e(D)A D)AN -i D)A ( ;) ( fi iu_( A, iu_( b) 

e ancora ker ol) (7, f) ha dim. 2 e, in particolare se u è regolare 

lungo uno dei raggi in 9. allora lo è anche lungo l'altro. 
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